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Partie 1

ESPACES VECTORIELS

1.1 Définitions

Dans le cours le corps K considéré sera toujours R et dans certains cas qu’on précisera C.

Définition 1.1.1 (Groupe commutatif). Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne notée + et vérifiant :

1. Ve,ye Eonx+yecFE

2.Ve,ye FEonx+y=y+z

3. 0g € E tel queVx € E on a v+ 0 = 0p + 2 = x (élément neutre)
4. Yr e E,3x' € E tel que x +2' =2’ +x=0g. On note 2’ = —x

5. (r+y)+z=x+y+2) Vr,y,2 € E

L’ensemble (E,+) vérifiant les quatre axiomes ci dessus est appelé groupe commutatif ou groupe abélien.

Définition 1.1.2. On appelle loi de composition externe sur E toute application de K x E — E qui au couple (A, ) €
K x E associe un élément de E noté A\.x ou plus simplement \x.

Définition 1.1.3. Le triplet (E,+,.), c’est & dire Uensemble E muni de la loi de composition interne + et d’une loi de
composition externe, est dit espace vectoriel si :

1. (E,+) est un groupe abélien (donc vérifie les cing axziomes de la définition (1.1.1).
Ve,ye E,VAeEK : AMax+4y) =z + My

3 Ve E,V\pueK: (A+pz= v+ ux

4. Ve E, VA peK: (Ap)z = A px)

5. Ve e FE : lx = =z.

Les éléments de E sont appelés des vecteurs et ceux du corps K sont appelés des scalaires.

IS

Exercice 1.1.4. Soit (E,+,.) un espace vectoriel sur un corps K. Montrer que Vx € E
1. z+x=2x
2. Og.x =0p
3. (-Dz=—=zx
Exemple 1.1.5. 1. L’ensemble (R,+,.) muni de l'addition et de la multiplication naturelles est un espace vectoriel
sur lui méme.
2. (C,+,.) est un espace vectoriel sur R.

3. Pour tout n € N, (R™,+,.) muni de la loi de composition interne définie par :
Vo = (1’1,172, "'7mn)a y= (ylay27 ’yn) e R"

T+y= (Il + Y1, 22 + Y2, ..y Ty + yn)

et de la loi de composition externe définie par :
Vo = (21,22, ...,2,) E R" et VA €R
Azr = (Ax1, Az, ...y ATy,)

est un espace vectoriel sur R.

4. L’ensemble des fonctions F(A,R) d’un sous-ensemble A de R dans R: Si f,g € F(A,R) et A € R, on définit f + ¢
et A\f pour tout x € A par :

(f+9)(@) = f(x) +g(z) et (A\f)(x) = Af(z)



L’ensemble des fonctions continues C(]a,b[,R) d’un intervalle |a,b] de R dans R.
L’ensemble des fonctions dérivables D(]a,b[,R) d’un intervalle |a,b] de R dans R.
L’ensemble des fonctions infiniment dérivables D> (Ja,b[,R) d’un intervalle Ja,b[ de R dans R.

On peut évidemment considérer dans les exemples précédents des intervalles fermés a gauche ou & droite.

© > NS =

L’ensemble des fonctions polyndémes sur R.
10. L’ensemble polynomes de degré inférieur ou égal & un entier donné n sur R
11. L’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne.

12. L’espace E des applications continues de R dans lui méme muni de la loi composition interne (fog)(x) = f(g(x))
et de la loi de composition externe (A\f)(x) = \f(x) n’est pas un espace vectoriel (Pourquoi ?)

1.2 Sous espace vectoriel
Définition 1.2.1. Soit (E,+,.) un espace vectoriel sur un corps K. Soit F' C E non vide. F' est un sous espace vectoriel
de E si

1. Vu,ve F, u+veF

2.V eKYueF, Me€F.

Théoréme 1.2.2. Soit (E,+,.) un espace vectoriel sur un corps K. Soit F' C E non vide. F est un sous espace vectoriel
de E si et seulement si
Vu,v e F, YAeKona, u+IveF

Théoréme 1.2.3. Soit (E,+,.) un espace vectoriel sur un corps K. L’intersection de deuzx sous espace vectoriels de E
est un sous espace vectoriel de E.

Démonstration. Soit F; et F5 deux sous espaces vectoriels de F. Comme O € F) et O € Fy, alors F' = F; N Fy est
non vide.
Soitu,v e Fet \€e Kalorsu+Aw e Fietu+ e Fodoncu+ AweF m

Exercice 1.2.4. Que peut on dire de la réunion de deux sous espaces vectoriels d’un espace vectoriel ¢ Donner un contre
exemple.

1.3 Systémes de vecteurs

Soit (E,+,.) un espace vectoriel sur un corps K. On appelle systéme de vecteurs toute famille de la forme (vy,vs, ..., v,)
ol vy, ve,...,u, € E et n entier quelconque.

1.3.1 Systémes libres

Définition 1.3.1. Soit (E,+,.) un espace vectoriel sur un corps K. Un systéme (v1,va,...,v,) de E est dit libre si
n
VAL A2y oy An € K (Zmi = 0E> = M=X=..=) =0k
i=1
Un systéme qui n’est pas libre est dit systéme lié.

Remarqlie 1.3.2. Un systéme (vq, v, ...,vy,) de E est lié s’il existe des scalaires A1, Aa, ..., A\, €E K NON TOUS NULS
tels que Z/\ivi =0g
i=1

Exemple 1.3.3. 1. Un systéme qui contient le vecteur nul est lié (c’est 4 dire n’est pas libre)

2. Un systéme qui contient deux fois le méme vecteur est lié.
Un systéme qui contient un sous-systéeme [ié est lié.
Un systéme qui est contenu dans un sous-systéme libre est libre.
Dans P,, I’espace vectoriel des polyndomes de degré inférieur ou égal 4 n le systéeme (1, X, X2, ...7X”) est libre.
Soit P; un polynome de la forme X'+ a; 1 X~ + ... + ag, Dans P, le systéeme (Py, Px, ..., P,) est libre.
Dans F(R,R) le systéme (1,€*,...,e™*) est libre pour tout n € N.

XD G e

Sous espace vectoriel 2



1.3.2 Systémes générateurs

Définition 1.3.4. Soit (E,+,.) un espace vectoriel sur un corps K. Un systéme (v1,va,...,v,) de E est dit générateur si
pour tout x € E, I\, Ao, ..., A, € K tels que

n
T = A1 + AU + ... + Apv, = Z/\ZUZ
=1

Exemple 1.3.5. Dans R™ tout v = (x1, T2, ..., T,) peu s’écrire sous la forme
x=(21,0,...,0) + (0,22,0,...,0) + ... + (0,0, ..., )

et encore
xz=z1(1,0,...,0) + 22(0,1,0,...,0) + ... + 2,(0,0, ..., 1)

et st on pose

€n = (0707 cey 1)
xr =x1€1 + T2 + ... + xpey = Zaﬁiei
i=1

wi veut dire que le systéeme (eq,ea,...,€,) est un systeme générateur de l’espace vectoriel R™.
b b) b)

1.3.3 Base d’un espace vectoriel

Définition 1.3.6. Soit (E,+,.) un espace vectoriel sur un corps K. Un systéme (v1,va,...,v,) de E est une base de E
s’il est libre et générateur de E. n est alors appelé la dimension de E, dimE = n.

Exemple 1.3.7. 1. Dans Uezemple 1.3.5 le systéme (e1,ea,...,e,) est une base de R™.
En effet, on a vu qu’il est générateur. Montrons qu’il est libre. Soient A1, Ao, ..., A\, € R. et supposons que

> “Aiei = 0g = (0,0,...,0).
i=1
Donc (A1, A2, ..., A\n) = (0,0, ...,0) et donc tous les A; sont nuls. CQFD.

2. L’ensemble des solutions de l'équation différentielle y”’ + 4y = 0 est un espace vectoriel. Sa base est (y1,y2) ot
y1(x) = sin(2x) et ya(x) = cos(2x).

Systémes de vecteurs 3
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Partie 2

APPLICATIONS LINEAIRES

2.1 Définitions

Définition 2.1.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un méme corps K. Une application de E dans F est dite
est dite application linéaire si elle vérifie :

Ve,ye B, f(z+y) = f(x) + f(y) (2.1)

Ve e E\VAe K, f(Ax) = Af(x) (2.2)

Exemple 2.1.2. 1. Pour tout réel a l’application

{f: f :>> fx (23)

est une application linéaire de R dans lui méme.

2. L’application définie par :

{ f: R? — R (2.4)
((,Cl,(EQ) — I ’
est une application linéaire de R? dans R.
3. L’application définie par :
f: R3 — R2 (2.5)
(z1,72,23) — (1 — 22 + 3,221 + 73) '
est une application linéaire de R® dans R2.
4. Soit C(]0,1]) lespace des fonctions continues de [0,1] dans R. L’application définie par :
. C(]o,1 — R
7 o) 1 00
u — [y u(t)dt
est une application linéaire de C([0,1] dans R.
5. Soit C([0,1]) ’espace des fonctions continues de [0,1] dans R. L’application définie par :
: (0,1 — R
fioco) 1 27)
U — u(3)
est une application linéaire de C([0,1] dans R.
6. Soit C1([0,1]) l’espace des fonctions de classe C* de [0,1] dans R. L’application définie par :
U — '

est une application linéaire de C*([0,1]) dans C([0,1]..

Définition 2.1.3. Soient E et F deuz espaces vectoriels sur un méme corps K. Soit f : E — F une application linéaire.
1. f est dite tsomorphisme si [ est une bijection de E dans F,
2. f est dite endomorphisme si £ = F),

3. f est dite automorphisme si [ est une bijection de E dans lui méme (ie E = F).



2.2 L’espace L(E,F)

Définition 2.2.1. Soient FE et F deux espaces vectoriels sur un méme corps K. On note par L(E, F) Uespace de toutes
les applications linéaires de E dans F.
Lorsque E = F on le note L(E)

2.3 Opérations sur les applications linéaires

Définition 2.3.1. Soient f: E — F et g: E — F deux applications linéaires.

1. On définit la somme (la loi de composition interne) de f et g par :
(f+9)(x) = flx)+g(x) , VeeE
2. On définit le produit de f par un scalaire (la loi de composition externe) :

AN)(x)=Af(z) ,Vr € E etVA € K

Théoréme 2.3.2. Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps K. L’espace L(E, F') des applications linéaires de
FE dans F muni des lois définies ci dessus est un espace vectoriel sur K.

2.4 E'= Dualde E = L(E,R)

Définition 2.4.1. Soit E un espace vectoriel sur un corps K. On appelle dual de E ’espace L(E,R).
Les éléments de E' sont appelés des formes linéaires sur E.

Théoréme 2.4.2. L’application composée de deux applications linéaires est une application linéaire.

Soient E, F' et GG trois espaces vectoriels sur un méme corps K. Soit
f:E—F, ,g:F—G

deux applications linéaires.
Alors

gof(x+y)=g(f(z+y)) =g (f(x)+ fly) = g(f(x)) +9(f(y)) = gof(x) + gof(y)
et
gof(Ax) = g (f(Ax)) = g (M f(x)) = Mg (f(x)) = Agof(x)

Théoréme 2.4.3. Si f est une application linéaire de E dans F, alors
1. f(0p) =0r , f(-2)=—f(2).
2. Si A est un sous espace vectoriel de E alors

f(A) = {f(z),z € A}

est un sous espace vectoriel de F.

3. Si B est un sous espace vectoriel de F' alors

F7HB) ={f""(y).y € B}
est un sous espace vectoriel de F.

Démonstration.

1. 240 = z donc f(x+0g) = f(z) comme f est linéaire alors f(z)+ f(0g) = f(x), Cest a dire f(0g) = f(z)— f(x) =
Or De méme on a : x4 (—x) = 0g donc f(x) + f(—z) = f(0g) =0r D’ou f(—x) = —f(x).

2. On montre f(A) est stable pour les deux lois : Soit y1,y2 € f(A) et soit A1, A2 € K on doit montrer que
Ay1 + Aayz € f(A)

Comme y; € f(A) alors dx; € A tel que f(z1) = 1
Comme y, € f(A) alors Jzo € A tel que f(z2) = y2
Comme A est un sous espace vectoriel de E alors :

AZ1 4+ Aoz € A

L’espace L(E,F) 6



Et donc
f ()\1.%1 + )\21}2) S f(A)

On applique la linéarité de f et on obtient
Af(w1) + Ao f(w2) € f(A)

c’est & dire
Ay1 + X2 € f(A) CQFD

3. On montre que f~!(B) est stable pour les deux lois : Soient z1, 22 € f~1(B) et soit A1, A2 € K, on doit montrer que
)\11’1 + )\21’2 S fﬁl(B)

Comme z1 € f~}(B) alors f(z1) € B
Comme z5 € f~1(B) alors f(z2) € B
Comme B est un sous espace vectoriel de F alors :

A f(z1) + A2 f(22) € B

Comme f est linéaire ceci s’écrit :
f ()\1%1 + )\2%2) €B

c’est a dire que
A1z, + Ao € fﬁl(B)

2.5 Noyau et Image d’une application linéaire

Définition 2.5.1. Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps K. Soit f une application linéaire de E dans F
(f e L(E,F)).

1. f71(0F) est un sous espace vectoriel de E. On l'appelle noyau de l’application linéaire f, et on le note Kerf.

2. f(E) est un sous espace vectoriel de F. On ’appelle image de l'application linéaire f, et on le note Imf.

Théoréme 2.5.2. Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps K. Soit f une application linéaire de E dans F
(f € L(E,F)).
1. f est injective si et seulement si Kerf = {0g}

2. f est surjective si et seulement si Imf = F

Démonstration.

1. (=) : Supposons f injective.
Soit « € Kerf, alors f(z) =0 et donc f(z) = f(0) et comme f est injective alors z = 0, c’est & dire Kerf = {0}
(<) : Supposons Kerf = {0g}.
Soient z,y € F tels que f(x) = f(y) alors comme f est linéaire, f(z —y) = 0, et donc x — y € Kerf, et comme
Kerf = {0} alors x —y = 0 c’est a dire z = y et donc f est injective.

2. C’est la définition de la surjectivité.

Théoréme 2.5.3. Si f est un isomorphisme d’un espace vectoriel E sur un espace vectoriel F alors, f~' est un isomor-
phisme de F sur E.

2.6 Image de parties de E

Théoréme 2.6.1. Soient E et F deuz espaces vectoriels sur un corps K. Soit f une application linéaire de E dans F
(f € L(E,F)).
1. Si (v1,va,...,v,) est un systéeme générateur de E alors (f(v1), f(va), ..., f(vy)) est un systéme générateur de f(E).

2. L’image d’un systéme lié de E est un systéme lié de F.

Démonstration.

Noyau et Image d’une application linéaire 7



1. Soit w € f(E), alors Jv € E tel que f(v) = w. Comme (vy,va, ...,v,) engendre E alors IAj, A, ..., A, € K tels que :

v = Z )\ﬂ)i
i=1
Et comme f est linéaire alors
fv) = Z Aif(vi)
i=1
c’est & dire "
w= Z Aif(vi)
i=1

et donc le systéme (f(v1), f(v2), ..., f(v,)) engendre f(E).
2. Soit (v1,va, ..., v,) un systéme lié de E. Alors I\, Aa, ..., A, € K non tous nuls tel que

i )\i’Ui =0
i=1
Donc .
Z Aif(vi) =0
i=1

et les A; non tous nuls. C’est a dire que le systéme (f(v1), f(v2), ..., f(vn)) est lié.

2.7 Rang d’une application linéaire

Définition 2.7.1. Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps K. Soit f une application linéaire de E dans F
(f € L(E,F)). On appelle le rang de f la dimension du sous espace f(E) dans F, c¢’est a dire : rang(f) = dim(f(E)) =
dim(Im(f)).

Théoréme 2.7.2 (Théoréme du range). Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps K. Soit f une application
linéaire de E dans F (f € L(E,F)). Alors

dim(E) = rang(f) + dim(ker(f)).

2.8 Cas ou F est de dimension finie

Théoréme 2.8.1. Soient FE et F deux espaces vectoriels sur un corps K. Supposons que E est de dimension finie
(dimE =n).
Soit (a1,as, ...,a,) une base de E.
Alors pour tout systéme (b1, ba,...,b,) de F il existe une application linéaire unique f telle que
Vi=1,..,n,o0na: f(a;) =b;

Démonstration.
n

Théoréme 2.8.2 (et définition). Soient E et F' deuz espaces vectoriels sur un corps K. Supposons que E est de dimension
finie. Soit f une application linéaire de E dans F.

1. f(E) est de dimension finie et dimf(E) < dimFE
2. La dimension de f(E) est le rang de Uapplication linéaire f, il est noté rg(f), de plus :

dimE = dimKerf +rg(f)

Corollaire 2.8.3. Soient E et F deuzx espaces vectoriels de dimensions finies sur un corps K. On note n = dimFE et
p = dimkF.
Soit f une application linéaire de E dans F. Alors on a :

1. rg(f) =n si et seulement si f est injective.

2. rg(f) =p si et seulement si [ est surjective.

Corollaire 2.8.4. Soient E et F deux espaces vectoriels de méme dimension finie sur un corps K. Alors les propriétés
suivantes sont équivalents :

1. f est bijective (ie [ isomorphisme de E sur F)
2. f est injective (Kerf = {0})
3. [ est surjective (f(E)=F)

Rang d’une application linéaire 8



Partie 3

MATRICES

3.1 Introduction

Soient m, n deux entiers naturels strictement positifs. On note (ey, e, ..., e,,) la base canonique de R™ et (f1, fo, ..., fm)

la base canonique de R™. 1l est clair que

e; = (0,0,...,1,0,0...,0) € R"

en = (0,0,0,...,1) € R"

et que
0...,0) e R™
,0,0,...,0) e R™

fm = (0,0, 0, ceny 1) cR™
On considére une application linéaire définie par :

{ f: R® —s R™
x — y=f(x)

On cherche une écriture de y en fonction de . Comme f(e;) € R™ pour tout ¢ = 1, ...,n alors
fler) = annfi + a2 fo+ .. + amifm
fle2) = arafi +asafo + ... + amafm

f(ei) =a1ifi +a2ifo+ ... + amifm

f(en) = alnfl + a2nf2 + .o+ amnfm

C’est a dire pour tout ¢ =1,...,n on a :

f(ei) = alifl + a2z’f2 + ...+ amifm = Zajifj

J=1

Soit maintenant z € R", posons y = f(z) € R™

n
x = (1,T2,...,Tpn) = T1€1 + To€ + ...Tpe, = g i€
i=1

(3.4)



Donc

n m n

y=f(z) = inf(ei) = Z% ajifj = sziajifj
i=1 j

i= =1 j=1 i=1j=1

On peut permuter les sommations :
n

m
Y= § -Tiajifj
j=1i

=1

Et comme f; ne dépend pas de l'indice 7 on peut le sortir de la sommation interne :

y=2< | ajﬂi) i

j=1 \i=1
C’est a dire que y s’écrit dans la base de R™ sous la forme

m

y=> vl
j=1
avec pour tout j =1,....m
Yj = Zaﬁﬂ?z’
i=1

Y1 = a11%1 + a12%2 + ... + a1, Ty,

Yj; = 4171 + Aj2X2 + ..+ AjnTn (35)

Ym = Gm1T1 + Am2aZ2 + ... + GmnTn

Z1
Y1 air a2 - . . Qin
Yi = | @i ;2 a;n, X X (3 6)
Ym am1 Am2 - - . Qmn
L Z',, -

Définition 3.1.1. Soit I = {1,2,...,m} et J = {1,2,...,n} deux ensembles d’indices. On appelle matrice de type (m,n)
(m lignes et n colonnes) sur un ensemble K =R ou C toute application A de I x J dans K :

{A: IxJ — K 3.7)

(i,7) — A(i,j) =ay; =al

On note une matrice de type (m,n) sous la forme d’un tableau ayant m lignes et n colonnes.

ay; a2 . . . Qin
A= ;1 ;2 e Qin
aAm1 aAm2 - . . Gmn

3.2 Propriétés : Egalité, Somme, Multiplication par un scalaire
1. Deux matrices A et B de méme type (m,n) sont égales si
aj; =b;;,Vi=1,...m;Vj=1,..,n.
2. Soient A et B deux matrices de méme type (m,n). On définit la somme A + B par
(A+ B)(4,§) = Ai,§) + B(i,5),i=1,..,m;j=1,...n
C’est & dire si on pose C = A + B alors

Cij = Q45 -+ bij,i = 1, ,m,] = 1, ceey T

Propriétés : Egalité, Somme, Multiplication par un scalaire 10



3. Soit A une matrice de type (m,n) et A € K alors la matrice AA est définie par
(AA) (i, 5) = AA(i, §) = Aay;

C’est & dire si on pose P = M\A alors
Cij = )\aij,i = 1, m,] = 1, N

Définition 3.2.1. On note M™"™(K) l’espace des matrices de types (m,n) sur K.

Théoréme 3.2.2. L’espace des matrices M™™(K) défini ci dessus est un espace vectoriel sur le corps K.

1. Elément neutre : La matrice nulle

0 0 0
0=10 0 0
o0 . . .0

2. L’élément opposé d’une matrice A = (a;;) est la matrice —A dont les termes sont
(—A)(1,)) = —ay,i=1,..m;j=1,...,n

Exercice 3.2.3. Soit p, q et r trois entiers naturels strictement positifs. On consideére les applications linéaires suivantes

. RP — RY
{ ! v — y=f(2) 9
et
{ g: R& — R" (3.9)
y — z2=g@)
deuz applications linéaires.
1. Ecrire la matrice Ay associée o Uapplication linéaire f,
2. Eecrire la matrice Ag associée a Uapplication linéaire g,
3. Montrer que l'application
. TP r
{ 9ol f : I,E: gof(x) (3.10)

est linéaire,
4. Ecrire la matrice Agor associée a l'application linéaire gof.
5. Onpose A=Ap, B=A, et C = Ayoy.

Calculer c;; en fonction des a;;, et by;
6. définir le produit AB de deuz matrices A € MP4(R) et B € M%7 (R).

7. On suppose que p = q = r Montrer que la matrice

est l’élément neutre de cette multiplication.

3.3 Matrice Transposée

Définition 3.3.1. Soit A = (ai;)i=1,n € M™" une matrice. On appelle la matrice transposée de A la matrice notée * A
j=1lm
définie par : 'A = (b;j)i=1,m € M™™ o
j=1ln
bij = aji

Matrice Transposée 11



Remarque 3.3.2. La transposée de la transposée d’une matrice A est la matrice A :
ttA)=A

Exemple 3.3.3. 1. La transposée de la matrice

est la matrice

(aij) 1<i<n

1<5j<m
2. La transposée de la matrice
U= [al as . . . an}
est la matrice
aq
a2
tU —
29

Théoréme 3.3.4. Les espaces M™™ et M™™ sont des espaces vectoriels isomorphes.

En effet application
L: M™ — M™™
A — tA

est un isomorphisme (c’est & dire application linéaire bijective).

3.4 Matrice ligne
On appelle matrice ligne toute matrice A de type (1,n), c’est & dire A € M*"(K) :

A= (a1,aq,...,ay)

3.5 Matrice colonne

On appelle matrice colonne toute matrice A de type (m, 1), c’est a dire A € M™1(K) :

3.6 Matrice carrée

On parle de matrice carrée lorsque m = n, c’est dire A € M™"(K).

3.7 Matrice diagonale

On appelle matrice diagonale toute matrice A € M™"(K) telle que a;; = 0si i # j

ail 0 . . . 0
0 a922 0 . . 0
A =
(273
0 nn

(3.11)

Matrice ligne

12



3.8 Matrice triangulaire
On appelle matrice triangulaire inférieure toute matrice A telle que

a;; =0, pour i < j

aii 0 0

az1 az 0 0
A | a2 ass 0

;1 . (077 0

an1 . . . . Ann

On appelle matrice triangulaire supérieure toute matrice A telle que

a;; =0, pour j <1

aip ai2 . . . QA1n
0 a22 A23 . . aon
A= 0 0 aszz Qas4 . .a3p
0 0 Qi Qi1 Qi
0 0
0 0 Gnn

Remarque 3.8.1. Si une matrice est triangulaire supérieure alors sa matrice transposée est triangulaire inférieure, et
réciproquement.

3.9 DMatrice symétrique

Une matrice carrée A est dite symétrique si Vi,j = 1,...,n on

Qij = Qji
c’est a dire

A=A
Une matrice A est dite antisymétrique si

tA=—A.

3.10 Produit de matrices

Soient A une matrice de type (m,n) et B une matrice de méme type (n,p). On définit le produit AB par C = AB de
type (m,p) avec

n
Cij = Zaikbkj yVi=1,..,m ,Vji=1,...,p
k=1

Exercice 3.10.1. Soient A et B deux matrices de type (n,n). Montrer que

Y(A.B)="'B.'A

Exercice 3.10.2. Soit 0§ € [—m, 7| et A(0) la matrice définie par Ay = {COSQ el 9}

sinf  cosf
1. Soient 0,0 € [—m, [, calculer le produit Ag.Ag
2. Calculer (Ag)? pour tout entier p € N

3. Montrer que ¥0 € [—m,m[ la matrice Ay est inversible et donner sa matrice inverse.

Exercice 3.10.3. Soient a,b € R et M(a,b) la matrice définie par :

a —b

b a

On note M espace de toutes les matrices de la forme M (a,b).
M ={M(a,b),a,be R}

Montrer que (9, +,.) est un corps commutatif.

Matrice triangulaire 13



3.11 Base de M™"

Soit E; la matrice dont tous les éléments sont nuls sauf I’élément qui se trouve dans la j -éme ligne (j = 1,...,m) sur la ¢
-éme colonne (i =1,...,n) : }
(E;)kl =0l Vh=1,...,n ;Vi=1,...,m

Théoréme 3.11.1. Le systéeme (E%, ...7E§, ,E:;”L) est une base de M™". Et l’espace M™" est un espace vectoriel de
dimension mn.

Si A =(aij);—y y.je1 . alors

A= Z Z aijEij

i=1j=1

3.12 Changement de base

Soit f : R — R™ une application linéaire. Soit (e, ea, ..., €,) la base canonique de R™. Alors il existe une unique matrice
carrée de type (n,n) telle que :

f(z)=Ax ,Vz e R"
La matrice A s’écrit

A= (f(€1)7 f(€2)a [X3) f(en))

ail ai2 ay; A1in
a21 a22 az; a2n
a a as; a
avec f(el) = ?1 3 f(eQ) = :.))2 PEEED) f(el) = f)n PAEXRRY f(en) = 371
Gnl ap2 (2% Qnn

Si on munit R™ d’une nouvelle base (e}, ¢}, ...,el,) f va s’écrire dans cette nouvelle base sous la forme
f(z)=Az Vo e R"
ou

A= (f(eh), f(eh), ., f(en))

Chaque élément de la nouvelle base s’écrit dans ’ancienne base comme suit :

el =puer +eiex + ...+ puiey
6’2 = p12€1 + P22€2 + ... + Pp2en

) 3.12
e; = p1ie1 + eriea + ... + priey (3.12)
G;L = DPin€1 + €1ne2 + ... + Pnnen
On construit alors une nouvelle matrice P :
b1 P12 - - Pij - - DPin
p21 P22 - - P25 - - P2n
P = '
bir Pi2 - - Pij - - DPin
Pni Pn2 - - Pnj - - Pnn
i) xll
T xh
Si X = 33 sont les composantes d’un élément = dans la base (e;) et X' = x.’ les composantes du méme vecteur
i i
Ty x

dans la base (¢}) alors
X=PX'; X' =P 'X

Base de M™" 14



Théoréme 3.12.1. (€;)i=1n, (€)i=1,n, €tant deux bases d’un espace vectoriel E de dimension n sur un corps K, la
matrice P qui a pour colonne j les coordonnées de e;- dans la base (e;)i=1,, est inversible; on Uappelle la matrice de
passage de la base (€;)i=1,n & la base (€})i=1n, de plus

P = M (idg. (e:). (¢}) , P~ = M (idg. (¢}). (e2)).

3.13 Application aux applications linéaires

Théoréme 3.13.1. Soient E et F' deux espace vectoriels de dimensions finies sur un corps K.
Soient (€;)i=1,n, (€])i=1,n, deuz bases de E et P la matrice de passage de (e;) a (€}),
Soient (fi)i=1,m, (f!)i=1,m, deux bases de F' et Q la matrice de passage de (f;) a (f]),
Soit f une application linéaire de E dans F'.
Soit A la matrice de f : (E,(e;)) — (F,(f:)),
Soit A’ la matrice de f : (E,(e})) — (F,(f]))
alors

A" =Q AP
Lorsque E = F alors

A= P AP

Application aux applications linéaires 15
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Partie 4

SYSTEMES LINEAIRES

4.1 Matrice inversible

Définition 4.1.1. Une matrice carrée A d’ordre n x n est dite inversible si il existe une matrice (qu’on note) A~! telle
que

AAT P =A"1TA=1

4.2 Systéme linéaire

Soit A une matrice d’ordre n x n inversible. On note d’ordre a;; I’élément de A de la iéme ligne et la jéme colonne. Soit
by
ba

bs

b= € R”, on considére le probléme suivant :

bn
Trouver x1, x3, ..., z, € R tels que

a11x1 + a12x9 + < Q155 + ...+ apx, = bl
G211 + G22T2 + ...Q2;Tj + ... + A2nTp = b

...... (41)

An1T1 + Qa2 + ...OpjTj + . + G Ty = by

Ty
X2

Si on pose x = € R"™, alors ce probléme s’écrit : Trouver x € R™ tel que :

Ln

Ax =10

Théoréme 4.2.1. Le systéme (4.1) admet une solution unique si et seulement si la matrice A est inversible.
En effet en multipliant & gauche par A~! on obtient x = A~1b.

17



4.3 Meéthode directe de résolution

4.3.1 Meéthode de Gauss

01171 + a12T2 + ... + 01,25 + ... + Q1pTn =b FE;
2121 + A22%2 + ... + A2; T + ... + Q2nTy = by Es

...... 49
;121 +ai2x2+...—|—aijxj—|—...+amxn :bz El ( )
Ap1%1 + Ap2X2 + ... + ApjTj + ... + ATy = b, FE,
On multiplie ’équation F; par Z—ﬁ et on fait la différence avec I’équation Eo
Puis I’équation F; par % et on fait la différence avec ’équation Fs
Puis I’équation E; par Zﬁ et on fait la différence avec ’équation FE;
Puis I’équation E; par Z—’llll et on fait la différence avec I’équation E,,
On obtient un nouveau systéme
a11x1 +a12x2+...+a1jxj+...+a1n:cn :b1 E1
A3y + .+ ;%5 + . + (3, T, = b E}
a3oT2 + ... + az;x; + ... + aj, z, = by EY
...... 43
ajoT2 + o+ T + 4 a,zn = b E} (4.3)
Upoo + - + @) x5 + o+ ay,xn = by B}
ou
a:
1 71 L.
a;; = a1, — —Qj, L,j=2n
ar
1
On multiplie I'équation E} par 232 et on fait la différence avec 'équation Ej
22
2
Puis 'équation E3 par %2 et on fait la différence avec I'équation E3
22
)
Puis ’équation E3 par 212 et on fait la différence avec ’équation E}
22
.
Puis 'équation Ej par 242 et on fait la différence avec 'équation E},
22
On obtient un nouveau systéme
1171 + a12T2 + ... + 41,25 + ... + Q1pTn = by Eq
a39T2 + . + g, T; + ..+ ab,x, = by Ej}
2 2 _p2 2
G53%3 + ... + a3,T, = b3 Es Ll
S 2 _ 32 2 (4.4)
a;;Tj+ ... + a;, Ty = b; E
2 2 2 2 2
ap3Te + ... tay;z; + .+ ag,Tn = b, By
ou
2 1 ajy 4
— T S A —
Qjj = Qo5 — — Q4 4] = 3,n
32
Ainsi de suite jusqu’a 'obtention d’un systéme & matrice triangulaire supérieure :
a11x1+a12x2+...+a1j:rj + ...+ anTy :bl E1
a39T2 + .. + ;x5 + ..+ ab,z, = by E}
2 2 _ 12 2
05323 + ... + a5, T, = b3 E3
...... (4.5)
i—1 2 _ gi-1 i—1
a;; T+ ...+ ai, Ty, =b; E;
n—1 _ pn—1 n—1
ap Ty, = bl ET
Meéthode directe de résolution 18



ou

et

a =a,; — —Qa
(%] (%] aél lj
I+1 R

+1 _ il
bi - bi i bl7

i,i=1+1,n

i=1l+1,n

Meéthode directe de résolution
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